
第十章 Boosting 算法
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AdaBoost 算法

一个弱学习算法能否被改造成一个强学习算法？— Michael Kearns

Schapire 和 Freund 发明了 AdaBoost 算法 (Freund et al., 1999), 它
可以对任一做分类的弱学习算法 A 的效果进行增强

AdaBoost 的解决思路: 对训练集的每个样本用算法 A 产生一系列
分类结果，然后巧妙地结合这些输出结果，降低出错率

▶ 每次产生新的分类结果时，AdaBoost 会调整训练集的样本权重：提
高前一轮分类错误的样本权重，降低前一轮分类正确的样本权重
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AdaBoost 算法
Notation

▶ dt,i : 第 t 轮样本 (xi, yi) 的权重
▶ h(t)(xi): 第 t 轮算法 A 对样本 xi 的分类结果. 规定 yi, h(t)(xi) ∈ {−1, 1}, ∀i

AdaBoost 对 dt,i 的更新方式为:

d1,i =
1

n , ∀i

dt+1,i =
dt,i
Zt

×

{
e−αt if yi = h(t)(xi)

eαt if yi ̸= h(t)(xi)
=

dt,i
Zt

e−αtyih(t)(xi)

其中
▶ Zt 是归一化常数

αt =
1

2
ln
(
1− ϵt
ϵt

)
, ϵt = Pi∼dt

[
h(t)(xi) ̸= yi

]
=
∑

i
dt,i1[h(t)(xi) ̸=yi]

(1)

假设每一轮算法 A 总可以保证 ϵt < 1/2, 因此 αt > 0

AdaBoost 最终输出的结果是每一轮分类结果的线性组合：

f(xi) = sign
( T∑

t=1

αth(t)(xi)

)
(2)
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AdaBoost 工作流程演示

开始的时候所有样本权重相等

运行算法 A 将每个样本的分类结果
记为 h1(xi)

计算得 α1 = 0.42
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AdaBoost 工作流程演示

增大错误分类的样本权重，减小正确
分类的样本权重

将调整权重后的样本输入算法 A 得
到新的分类结果 h2

此时 α2 = 0.66
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AdaBoost 工作流程演示

增大错误分类的样本权重，减小正确
分类的样本权重

将调整权重后的样本再次输入算法
A 得到新的分类结果 h3

计算得 α3 = 0.93
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AdaBoost 工作流程演示

AdaBoost 最终输出的结果是每一轮分类结果的线性组合：
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AdaBoost 统计解释
AdaBoost 最早由 Freund 和 Schapire 提出，之后有 5 个研究团队几
乎同时给出了 AdaBoost 的统计解释 (Breiman, 1997; Friedman et
al., 2000; Rätsch et al., 2001; Duffy and Helmbold, 1999; Mason et
al., 2000)
从统计角度理解 AdaBoost 会发现，它等价于用坐标下降法最小化
一个指数损失函数
假设有 p 个弱分类器 {hj : hj(x) ∈ {−1, 1}}p

j=1, 考虑用这些弱分类
器的线性组合构造一个新的分类算法

f(x) =
p∑

j=1

λjhj(x) (3)

f 在训练集上的错误率定义为：

Mis. err =
1

n

n∑
i=1

1[yif(xi)≤0] (4)
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AdaBoost 统计解释
最小化(4)寻找最优的 f 比较困难，通常选择最小化(4)的一个凸上
界函数，比如指数损失函数:

1

n

n∑
i=1

e−yif(xi) (5)
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AdaBoost 统计解释
如何选择(3)中的 λ = (λ1, . . . , λp)⊤ 使 f 的指数损失函数(5)最小？

▶ 定义 n × p 矩阵 M, 其元素为 Mij = yihj(xi)

▶ 则 f 在 λ 下的指数损失为

L(λ) = 1

n

n∑
i=1

e−yif(xi) =
1

n

n∑
i=1

e−(Mλ)i (6)
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AdaBoost 统计解释
使用 “坐标下降法” 最小化(6)的基本流程: 在每步迭代 t, 选择使 L(λt) 下降最
快的坐标方向 jt, 沿该方向移动最优步长 αt，即只更新 λt 的第 jt 分量

计算 L(λt) 关于各分量的偏导数

∂L(λt)

∂λj
= −1

n

n∑
i=1

Mije−(Mλt)i , j = 1, . . . , p

选取坐标方向 jt 使 L(λt) 在该方向下降最快，即偏导数最小

jt ∈ argminj
∂L(λt)

∂λj
∈ argmaxj

[
1

n

n∑
i=1

Mije−(Mλt)i

]
▶ 为了计算方便，将样本 i 经过归一化的指数损失记为：

dt,i = e−(Mλt)i/Zt, 其中Zt =

n∑
i=1

e−(Mλt)i (7)

则有

jt ∈ argmaxj

[
Zt
n

n∑
i=1

Mijdt,i

]
= argmaxj (d

⊤
t M)j (8)
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AdaBoost 统计解释
选定方向 jt 后，沿该方向移动的最优步长是多少？

▶ 根据(6), L(λt + αejt) 是 α 的凸函数，因此只需找到使
∂L(λt + αejt)

∂α
= 0

对应的步长 αt
▶ 定义 d+ ≜

∑
i:Mijt=1 dt,i, d− ≜

∑
i:Mijt=−1 dt,i, 解得

αt =
1

2
ln d+

d−
=

1

2
ln 1− d−

d−
(9)

Algorithm 1 最小化指数损失函数 (6) 的坐标下降算法

λ1 = 0
d1,i = 1/n, i = 1, . . . , n
for t = 1 : T do

jt ∈ argmaxj(d⊤
t M)j

d− =
∑

i:Mijt=−1 dt,i

αt =
1

2
ln
(
1− d−

d−

)
λt+1 = λt + αtejt
dt+1,i = e−(Mλt+1)i/Zt+1, 其中 Zt+1 =

∑n
i=1 e−(Mλt+1)i
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AdaBoost 统计解释
证明：Algorithm 1与 AdaBoost 是等价的

注意到 Algorithm 1输出的 λT+1,j 是在 j 方向上移动的总步长，即
λT+1,j =

∑T
t=1 αt1[jt=j], 则有

f(x) =
p∑

j=1

λT+1,jhj(x) =
T∑

t=1

αthjt(x) (10)

如果 AdaBoost 中的 h(t) = hjt 且两者的 {αt} 相同，则 AdaBoost 输出的
函数(2)与(10)等价
首先检查 AdaBoost 每轮使用的弱分类器 h(t) 与 Algorithm 1每步选择的
分类器 hjt 是否相同？

▶ 一个合理的假设是 AdaBoost 每轮在 p 个弱分类器中选择使(1)中定义的出
错率 ϵt 最小的分类器，即

jt ∈ argminj
∑

i
dt,i1[hj(xi) ̸=yi] = argmaxj

(
d⊤

t M
)

j (11)

比较(8)和(11)发现，如果 AdaBoost 和 Algorithm 1每步使用的 dt 相同，则
AdaBoost 每步选择的分类器与 Algorithm 1相同
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AdaBoost 统计解释

检查 AdaBoost 每步的权重向量 dt 与 Algorithm 1是否相同?

▶ 当 AdaBoost 每步选择的分类器及使用的 αt 与 Algorithm 1相同,
AdaBoost 的权重向量 dt+1 和 Algorithm 1的 dt+1 是一样的

如果 AdaBoost 与 Algorithm 1每步选择的分类器和 dt 都相同，那
么 AdaBoost 每步使用的 αt 与 Algorithm 1每步移动的步长 αt 相等

Adaboost 和 Algorithm 1每步迭代涉及三个要素：权重向量 dt, 分类
器 h(t) 和参数 αt. 以上我们证明了固定其中任意两个要素相等，则
第三个要素在两个算法中也相等

▶ 注意到两个算法使用的初始值 d1 相同，由(11)得 h(1) = hj1 , 则两个
算法得到的 α1 必然相等，因此权重向量 d2 也相同，以此类推，两
个算法每轮迭代的三要素都相同
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AdaBoost 统计解释

定理
如果存在 γA > 0 使得 AdaBoost 每轮出错样本的权重和

ϵt =
∑

i
dt,i1[hjt (xi) ̸=yi] =

1

2
− γt, 且γt > γA, ∀t. (12)

则 AdaBoost 在训练集上的错误率(4)以指数速率下降：

1

n

n∑
i=1

1[yif(xi)≤0] ≤ e−2γ2
AT. (13)

证明：证明的思路是利用与 AdaBoost 等价的 Algorithm 1 找到指数损失
函数 L(λt+1) 和 L(λt) 的递归关系，即找出每步迭代减小的训练集误差，
然后把这些误差累加起来得出总误差的上界
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AdaBoost 概率解释
在一些分类问题中，我们不仅希望对 Y 做出准确预测，还希望计算
出条件概率 P(Y = 1 | x)

定理 (Friedman et al., 2000)

使指数损失函数的期望
EY

[
e−Yf(x)

]
最小的 f(x) 为

f(x) = 1

2
ln P(Y = 1 | x)

P(Y = −1 | x) .

根据上述定理, 可以如下从 AdaBoost 输出的函数 f 中计算
P(Y = 1 | x)

P(Y = 1 | x) = e2f(x)

1 + e2f(x)
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