
第十一章 凸优化与支持向量机
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Margin
本章以支持向量机 (Support Vector Machine, SVM) 为例，介绍带限
制条件的凸优化问题的一般解法

Margin是 SVM 的一个重要概念, 代表一种预测的 “信心”
▶ Logistic 回归做预测时可以采用以下规则：如果 P(Y = 1 | x,θ) ≥ 0.5,
预测 Y = 1, 反之 Y = 0 ⇔ θ⊤x ≥ 0, 预测 Y = 1, 反之 Y = 0

▶ θ⊤x 越大，预测 Y = 1 越有信心; θ⊤x 越小, 预测 Y = 0 越有信心

▶ 当要预测的点越远离决策边界, 对它的预测越有信心
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Margin
在训练集 S = {(xi, yi) : i = 1, . . . , n} 中，每个点 i 由一个特征向量 xi 和一个标
签 yi ∈ {−1, 1} 组成, 线性 SVM 分类器假设决策边界具有如下形式：

ω⊤x + b = 0

决策规则为：ω⊤x + b ≥ 0, 预测 y = 1; 反之，预测 y = −1

如果将点 i 的 margin 定义为
γi = yi(ω

⊤xi + b) (1)

▶ γi > 0 表明对点 i 的预测是正确的，同时较大的 γi 代表对预测值较
大的信心

▶ 如果将 ω 和 b 同时扩大 2 倍，决策边界不变，但是对预测的信心 γi
却扩大了 2 倍

为了保证 margin 可识别，需要对(1)中的系数加一些规范化条件, 比如令
∥ω∥2 = 1 或者令

γi = yi

(
ω⊤xi + b
∥ω∥2

)
(2)
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Margin

Margin 的几何意义

由(2)定义的 margin γi 等于点 i 到决策边界的距离
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Margin
假设训练集线性可分，SVM 希望训练集中的所有点都远离决策边界，令

γ = min
i

γi

SVM 的目标是寻找一条决策边界使最小的 margin γ 最大:

max
ω,b

γ s.t. yi(ω
⊤xi + b)/ ∥ω∥ ≥ γ, i = 1, . . . , n (3)

在(3)中令 ∥ω∥ = 1/γ，则最大化最小 margin 的问题(3)可以转化为如下非常容
易求解的优化问题：

min
ω,b

1

2
∥ω∥2 s.t. − yi(ω

⊤xi + b) + 1 ≤ 0, i = 1, . . . , n (4)

(4)可以用二次规划 (QP) 算法求解

在很多实际问题中，特征 xi ∈ Rd 是一个高维向量 (d ≫ n), 如果将(4)转
化为拉格朗日对偶形式求解, 会比直接使用 QP 更高效
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凸优化理论

一般的凸优化问题：

min
x∈Rd

f(x)

s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
hj(x) = 0, j = 1, . . . , p.

(5)

其中函数 f : Rd → R 和 gi : Rd → R, i = 1, . . . ,m 都是可导的凸函数，
函数 hj : Rd → R, j = 1, . . . , p 都是仿射函数

(5)可以写为以下等价的无限制优化问题：

min
x

ΘP(x) ≜ f(x) +∞
m∑

i=1

1 (gi(x) > 0) +∞
p∑

j=1

1 (hj(x) ̸= 0) (6)

称(6)为原始优化问题 (primal optimization)
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凸优化理论

(6)很难求解, 考虑用某种可导函数替换惩罚函数 ∞ · 1(u > 0)，比
如线性函数 αu. 当 α ≥ 0 时，函数 αu 是 ∞ · 1(u > 0) 的一个下界
函数

类似地，函数 βu 总是 ∞ · 1(u ̸= 0) 的一个下界函数
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凸优化理论
定义拉格朗日函数 (Lagrangian)：

L(x,α,β) = f(x) +
m∑

i=1

αigi(x) +
p∑

j=1

βjhj(x)

其中 α = (α1, . . . , αm) 和 β = (β1, . . . , βp) 的元素称为拉格朗日乘
子 (Lagrange multipliers)
可以证明

ΘP(x) = max
α,β

L(x,α,β) s.t. αi ≥ 0, ∀i

因此原始优化问题 (6)可以转化为以下目标函数可导的优化问题：

min
x

ΘP(x) = min
x

[
max

α,β,αi≥0,∀i
L(x,α,β)

]
(7)

如果点 x 满足所有限制条件，即 gi(x) ≤ 0, ∀i 且 hj(x) = 0, ∀j, 称点
x 为原始可行的 (primal feasible)
假设 ΘP(x) 在 x⋆ 处达到最小，最小值记为 p⋆ = ΘP(x⋆)
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凸优化理论
交换(7)中 min 和 max 的顺序, 就得到了另一个不同的优化问题，称
为(7)的对偶问题 (dual problem)：

max
α,β,αi≥0,∀i

[
min

x
L(x,α,β)

]
= max

α,β,αi≥0,∀i
ΘD(α,β) (8)

此处定义对偶目标函数 (dual objective) ΘD(α,β) = minx L(x,α,β)

如果点 (α,β) 满足 αi ≥ 0, ∀i, 称点 (α,β) 为对偶可行的 (dual feasible)
假设 ΘD(α,β) 在 (α⋆,β⋆) 处达到最大，最大值记为 d⋆ = ΘD(α⋆,β⋆)

定理
对任意一对原始和对偶问题 (7)和(8), 总有 d⋆ ≤ p⋆.

如果原始和对偶问题满足 d⋆ = p⋆，称为强对偶性 (strong duality)

很多条件可以保证强对偶性成立，最常用的是 Slater’s condition: 即优化
问题(5)的解 x⋆ 使所有不等式限制条件都严格成立，gi(x⋆) < 0, ∀i
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KKT 条件

对于带限制的优化问题(5), 找到满足 KKT 条件的解等价于找到全
局最小值点 (global minimum)

引理 (互补松弛性 (Complementary Slackness))
如果强对偶性成立，那么 α⋆

i gi(x⋆) = 0, i = 1, . . . ,m.

当强对偶性成立时，在原始/对偶问题的最优解 (x⋆,α⋆,β⋆) 处有以
下结论成立：

▶ 如果某个 α⋆
i > 0，则对应的 gi(x⋆) = 0，此时称该限制条件 gi 为

active constraint 或 binding constraint

▶ 如果某个 gi(x⋆) < 0, 则对应的 α⋆
i = 0
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KKT 条件
当强对偶性成立时，由上述引理的证明可得，x⋆ 是凸函数 L(x,α⋆,β⋆) 的
最小值点，因此满足梯度为零：

∇xL(x⋆,α⋆,β⋆) = ∇xf(x⋆) +
m∑

i=1

α⋆
i ∇xgi(x⋆) +

p∑
j=1

β⋆
j ∇xhj(x⋆) = 0 (9)

称等式(9)为拉格朗日不动性 (Lagrangian stationarity)
(9)表明在最优解 x⋆ 处，目标函数 f 的梯度和限制函数的梯度方向相反，
模长相等
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KKT 条件

定理 (KKT 条件)
如果点 x⋆ ∈ Rd, α⋆ ∈ Rm, β⋆ ∈ Rp 满足以下条件：

(原始可行性) gi(x⋆) ≤ 0, i = 1, . . . ,m 且 hj(x⋆) = 0, j = 1, . . . , p
(对偶可行性) α⋆

i ≥ 0, i = 1, . . . ,m
(互补松弛性) α⋆

i gi(x⋆) = 0, i = 1, . . . ,m
(拉格朗日不动性) ∇xL(x⋆,α⋆,β⋆) = 0.

则 x⋆ 是原始问题最优解, (α⋆,β⋆) 是对偶问题最优解. 如果强对偶性成
立，则任何原始问题最优解 x⋆ 及任何对偶问题最优解 (α⋆,β⋆) 必须满
足以上条件.

如果强对偶性不成立，KKT 条件是找到优化问题(5)全局最优解的
充分条件

如果强对偶性成立，KKT 条件是找到(5)全局最优解的充要条件
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SVM: 最大化最小 margin
回到线性 SVM 分类模型，最佳决策边界是以下带限制的凸优化问题的解：

min
ω,b

1

2
∥ω∥2

s.t. − yi(ω
⊤xi + b) + 1 ≤ 0, i = 1, . . . , n.

(10)

下面列出(10)的最优解需要满足的 KKT 条件：
拉格朗日不动性. (10)的拉格朗日函数为

L([ω, b],α) =
1

2

d∑
j=1

ω2
j +

n∑
i=1

αi
[
−yi(ω

⊤xi + b) + 1
]

计算 L 关于 ω 和 b 的梯度并令其等于零：

∇ωL = ω −
n∑

i=1

αiyixi = 0 =⇒ ω⋆ =

n∑
i=1

α⋆
i yixi (11)

∇bL = −
n∑

i=1

αiyi = 0 =⇒
n∑

i=1

α⋆
i yi = 0 (12)
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SVM: 最大化最小 margin

对偶可行性: α⋆
i ≥ 0, ∀i

原始可行性: −yi(ω⋆⊤xi + b⋆) + 1 ≤ 0, ∀i

互补松弛性: α⋆
i
[
−yi(ω⋆⊤xi + b⋆) + 1

]
= 0, ∀i

将(11)和(12)代入拉格朗日函数，得到对偶目标函数在 α⋆ 处的值：

ΘD(α
⋆) = L([ω⋆, b⋆],α⋆) = −1

2

n∑
i=1

n∑
k=1

α⋆
i α

⋆
kyiykx⊤i xk +

n∑
i=1

α⋆
i
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SVM: 最大化最小 margin
考虑到 α⋆ 还需满足条件(12)和对偶可行性，α⋆ 是以下对偶优化问题的解：

max
α

ΘD(α) =

n∑
i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
k=1

αiαkyiykx⊤i xk

s.t. αi ≥ 0, i = 1, . . . , n
n∑

i=1

αiyi = 0

(13)

当特征 xi 的维数 d ≫ n 时，与(10)相比，(13)仅对应一个 n 维凸优化，此
时可以使用 QP 算法求解，或者专门为 SVM 设计的 SMO 算法
假设已经解出 α⋆，由(11)可以得到原始问题最优解：

ω⋆ =

n∑
i=1

α⋆
i yixi

但是仍然不知道 b⋆ 的取值, 注意 KKT 条件中的 “原始可行性” 和 “互补
松弛性” 条件还没有用到
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支持向量
由互补松弛性条件 α⋆

i
[
−yi(ω⋆⊤xi + b⋆) + 1

]
= 0, ∀i，可得:

α⋆
i > 0 ⇒ yi(ω

⋆⊤xi + b⋆) = 1

即在 α⋆
i > 0 对应的的点 (xi, yi) 处，不等式限制条件以等式成立，说明该点到

决策边界的距离最小 (为 γ = 1/ ∥ω⋆∥)，训练集中这样的点 (xi, yi) 被称为支持
向量 (support vectors)，它们是最靠近决策边界的点

因此可以从解出的 α⋆ 中找到 α⋆
i > 0 对应的支持向量, 再从任一支持向量 (xi, yi)

处利用等式 yi(ω
⋆⊤xi + b⋆) = 1 计算出 b⋆
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线性不可分情形

很多实际问题不存在线性决策边界 (超平面) 将训练集中的正负点区分
开

因此需要对 SVM 模型(10)做一些修改以适用线性不可分情形
(nonseparable case)，修改后的模型将允许一些分类错误，但需要为错误
付出一定代价
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线性不可分情形

修改后的 SVM 求解的优化问题变为：

min
ω,b,ξ

1

2
∥ω∥2 + C

n∑
i=1

ξi

s.t. yi(ω
⊤xi + b) ≥ 1− ξi

ξi ≥ 0, i = 1, . . . , n

(14)

(14)在限制条件中加入了一些 “松弛” (slack) ξi

▶ 如果观察点 i 满足 yi(ω⊤xi + b) ≥ 1, 令 ξi = 0 可以避免惩罚

▶ 如果观察点 i 出现 yi(ω⊤xi + b) = 1− ξi 且 ξi > 0，则需要付出代价
Cξi

参数 C 代表对实现以下两个目标的权衡: (i) 保证训练集中大部分
观察点被正确分类 (ii) 使支持向量的 margin γ = 1/ ∥ω∥ 尽可能大
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线性可分情形

C 较大: 所有点都被正确分类，但支持向量的 margins 很小

C 较小: 可以减小决策边界对异常点 (outliers) 的敏感性，通过付出
一些分类错误的代价保证大多数点的 margins 较大
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线性不可分情形
下面通过 KKT 条件求解(14)

建立拉格朗日函数

L([ω, b, ξ],α, r) = 1

2
ω⊤ω+C

n∑
i=1

ξi+

n∑
i=1

αi
[
−yi(ω

⊤xi + b) + 1− ξi
]
+

n∑
i=1

ri(−ξi)

(15)
令 L 关于 ξi 的一阶偏导数等于 0 得

∂L
∂ξi

= C − αi − ri = 0 =⇒ α⋆
i = C − r⋆i (16)

因此 0 ≤ α⋆
i ≤ C, i = 1, . . . , n

L 关于 ω 和 b 的梯度与(11) (12)相同，令其梯度等于零再代入 (15), 经过整理可
得 α⋆ 是以下对偶问题的解：

max
α

n∑
i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
k=1

αiαkyiykx⊤
i xk

s.t. 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , n
n∑

i=1

αiyi = 0

(17)
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线性不可分情形

(17)与(13)的唯一区别是 αi 的范围从 αi ≥ 0 变为 0 ≤ αi ≤ C

此时截距项 b⋆ 的计算与之前的方法不同，由互补松弛性条件可得：

yi(ω
⋆⊤xi + b⋆) > 1 ⇒ α⋆

i = 0

yi(ω
⋆⊤xi + b⋆) < 1 ⇒ ξ⋆i > 0 ⇒ r⋆i = 0 ⇒ α⋆

i = C
0 < r⋆i < C ⇒ 0 < α⋆

i < C, ξi = 0 ⇒ yi(ω
⋆⊤xi + b⋆) = 1

所以只需找到 0 < α⋆
i < C 对应的观察点 (xi, yi), 然后利用等式

yi(ω⋆⊤xi + b⋆) = 1 解出 b⋆
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SMO 算法
Sequential Minimal Optimization (SMO) 是为求解 SVM 优化问题(17)设计
的一个非常高效的算法，本质上是一种坐标下降算法
假设有一组 α1, . . . , αn 满足(17)中所有限制条件，如果固定 α2, . . . , αn, 通
过调整 α1 能使(17)的目标函数值上升吗？

▶ 不能. 由(17)的限制条件
∑n

i=1 αiyi = 0 可得当 α2, . . . , αn 固定时，α1 也被
固定了

考虑同时更新 α 中的 2 个元素，比如固定 α3, . . . , αn，如何调整 α1, α2

使(17)的目标函数值上升？
▶ 首先由限制条件可得 (α1, α2) 只能位于正方形 [0,C]× [0,C] 内的一条线段
上

▶ 使用 α2 表示 α1，则目标函数可写为 α2 的二次函数，易得 α2 在区间
[L,H] 上的最优解
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核函数
SVM 与核函数 (kernels) 结合可以产生非常灵活的非线性决策边界或超曲面

当在 x 的特征空间 (feature space) 无法用线性决策边界将正负点区分时，一个解
决办法是将 x 的特征空间升维到 ϕ(x) 所在的高维特征空间，使得在这个高维空
间可以用线性超平面将正负点区分开，该超平面在原特征空间的投影是一条可区
分正负点的曲线边界
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核函数
SVM 的优化问题可以转化为求解以下对偶问题:

max
α

n∑
i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
k=1

αiαkyiykx⊤i xk

s.t. 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , n
n∑

i=1

αiyi = 0.

(18)

注意到(18)只用到了特征的内积 x⊤i xk，因此只需将(18)中 x⊤i xk 替
换为 ϕ(xi)⊤ϕ(xk), 就得到了 ϕ(x) 空间的对偶问题

对每一个映射 ϕ, 定义它对应的核函数为：

Kϕ(x, z) = ϕ(x)⊤ϕ(z)
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核函数

很多时候计算核函数的成本很小，但计算 ϕ(x) 的成本却很高

▶ 例如 x ∈ Rd，令 ϕ(x) =
(
x21, x1x2, . . . , x1xd, . . . , xdx1, . . . , x2d

)⊤，它的
核函数为 Kϕ(x, z) =

(
x⊤z

)2
▶ ϕ(x) 的计算量为 O(d2), 而 Kϕ(x, z) 的计算量只有 O(d)

如果核函数的形式为 Kϕ(x, z) =
(
x⊤z

)r，称其为多项式核函数, 它
对应的 ϕ(x) 中的每个元素都是一个 r 次多项式 xi1xi2 . . . xir，此时
ϕ(x) 的计算量为 O(dr)，而 Kϕ(x, z) 的计算量仍为 O(d).

从计算的角度，如果只需要知道 Kϕ(x, z) 的值，不一定要先计算出
ϕ(x) 和 ϕ(z)
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核函数
如果不计算 ϕ(·) 在任意一点的值，对于一个测试点 z, 如何用 ϕ(xi) 所
在空间的决策超平面预测其正负？

若 SVM 在 x 的特征空间的最优线性决策边界为

ω⋆⊤x + b⋆ = 0

当测试点 z 满足 ω⋆⊤z + b⋆ ≥ 0, 预测其为正，反之为负
由拉格朗日不动性条件 (11)可得 ω⋆ =

∑n
i=1 α

⋆
i yixi, 则最优决策边

界可写为：
n∑

i=1

α⋆
i yix⊤i x + b⋆ = 0 (19)

注意到(19)只用到点的内积 x⊤i x，因此在 ϕ(x) 的空间中，最优决策
超平面应具有以下形式：

n∑
i=1

α⋆
i yiKϕ(xi, x) + b⋆ = 0 (20)

26 / 29



核函数

(20)中 b⋆ 可以从某个 0 < α⋆
j < C 对应的观察点 (ϕ(xj), yj) 处计算

得到:

b⋆ = yj−ω⋆⊤ϕ(xj) = yj−
n∑

i=1

α⋆
i yiϕ(xi)

⊤ϕ(xj) = yj−
n∑

i=1

α⋆
i yiKϕ(xi, xj)

(20)在 x 所在的空间一般对应一条曲线或曲面
▶ 如果在(20)中使用多项式核函数，在 x 的空间就得到一条多项式决策
边界

对于测试点 z，如果
∑n

i=1 α
⋆
i yiKϕ(xi, z) + b⋆ ≥ 0, 预测其为正，反

之为负

以上分析表明，不需要知道映射 ϕ(·) 的具体形式，只需要定义一个
核函数 K(·, ·) : Rd × Rd → R 就可以得到 SVM 的决策边界
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核函数

如何证明确实存在一个映射 ϕ(·) 使得 K(x, z) = ϕ(x)⊤ϕ(z) ？

首先考察核函数需要具备的必要条件

▶ K(·, ·) 需要满足对称关系 K(x, z) = K(z, x)

▶ 对 Rd 上的任意 n 个点 x1, . . . , xn, 定义矩阵

K = (Kij)n×n (21)

其中 Kij = K(xi, xj). 此时对 ∀z ∈ Rn，z⊤Kz ≥ 0，因此矩阵 K 是一
个半正定矩阵

定理 (Mercer)
函数 K(·, ·) : Rd ×Rd → R 是一个有效核函数的充分必要条件是：对 Rd

上的任意有限个点 x1, . . . , xn, 由(21)定义的矩阵 K 是一个对称半正定矩
阵.

28 / 29



核函数

SVM 中一个常用的核函数是高斯核函数 (Gaussian kernel):

K(x, z) = exp
(
−∥x − z∥2

2σ2

)
(22)

▶ (22)反映了点 x 和 z 的相似度

▶ (22)对应的映射 ϕ(·) 将原特征映射到一个无穷维空间

核函数的应用不仅限于 SVM，只要一个算法仅用到特征的内积
x⊤z，就可以将其替换为一个核函数 K(x, z)，从而能在更高维的空
间继续使用该算法，这个方法被称为核函数技巧 (kernel trick)
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